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To be or not to be as basic question in quantum physics

The question is often asked how to interprete quantum physics. That question does not arise in
classical physics. since Newton's axioms are immediately connected with basic ideas and experi-
ences. The same is possible in quantum physics. if we remember how elementary particle
physicists describe their experiments.

As Helmholtz has pointed out, the basic assumption of classical physics is that of gene-
identity. That means: Bodies remain the same during their motion. Obviously. that is no longer
true in quantum physics. Particles can be created and annihilated. Therefore creation and anni-
hilation must be considered as basic processes. Motion only occurs, if a particle is annihilated in
a certain point. if an equal one is created in an infinitesimally neighbouring point. and if this
process is continuously going on during a certain time. Motions of that kind are compatible with
the existence of some manifest creation and annihilation processes.

If we accept this idea. quantum physics can be derived from first principles. As in classical
physics, we know therefore what happens from the very beginning. Thus questions of interpreta-
tion become dispensable.

A particular mathematical method is used to exhaust continua. The theory is formulated in a
finite lattice, whose point density and extension equally go to infinity. All calculations are there-
fore performed in a finite dimensional Hilbert space. The results are however related to an
infinite dimensional one. Earlier calculations may, therefore. be essentially correct, though they
must be rejected in theories which are based on manifestly infinite dimensional Hilbert spaces.
Here limiting processes do not occur in the state space. They are only admissible for numerical
results.

Nach den Vorstellungen der klassischen Atom-
physik konnte man daraus schlieBen. das Licht-
quant sei ein gebundenes Elektronenpaar. Solche
Paare gibt es tatsichlich. Ein Elektron kann dhnlich
wie an einen Atomkern auch an ein Positron gebun-
den sein. Es entsteht das sogenannte Positronium.
das man beobachten kann, und das von Lichtquan-
ten verschieden ist. Lichtquanten muif3ten. wiren sie
Elektronenpaare. viel stirkere Bindungsenergien ha-
ben. Es gibt zahlreiche Griinde dafir. daf3 das nicht

§ 1. Die Basisvorstellung

Wenn ein Ball zwischen zwei Partnern hin und
her gespielt wird. zweifelt niemand daran, daf3 es
stets der ndmliche Ball ist. Nimmt man an. daf3 alle
Korper bei der Bewegung ihre Identitdt bewahren,
so ist das mit der Basisvorstellung der klassischen
Physik 1im Einklang. Sie erscheint als so selbstver-
stindlich, dall man sie oft gar nicht als Vorausset-
zung formuliert. Helmholtz [1] hat sie die Gen-

Identitiit genannt.

Bei Elementarteilchen besteht Anlal, daran zu
zweifeln. Seit den frithen Dreifligerjahren weifs man
[2). daB ein genligend energiereiches Lichtquant
beim Zusammensto3 mit einem Atomkern ver-
schwinden kann. und daB zur Kompensation ein
positives und ein negatives Elektron, ein Elektron-
Positronpaar oder. wie man auch kurz sagt, ein
Elektronenpaar auftritt. Bei nicht allzu groBer Ener-
gie bleibt der Atomkern unveridndert. Er wird nur
ein wenig angestoBen und tibernimmt dabei einen
kleinen Impuls. Darum ist es klar. da3 das Elektro-
nenpaar aus dem Lichtquant entsteht.
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moglich ist.

Ein empirischer Grund, der zum Kern des Pro-
blems fiihrt. ist die Paarvernichtung. Trifft ein Elek-
tron auf ein Positron, so konnen beide verschwin-
den. Dabei entstehen jedoch zwei Lichtquanten.
Man hiitte also. trife obige Vorstellung zu. zwei ge-
bundene Elektronenpaare im Widerspruch zur Gen-
Identitit. Das wire ein Widerspruch.

- Darum hat sich von Anfang an eingebiirgert zu
sagen, das Lichtquant werde beim Kernstof3 ver-
nichtet. und ein Elektronenpaar werde erzeugt. Da-
mit ist die Basisvoraussetzung der Gen-Identitit
verletzt. M. v. Laue hat darum gesprichsweise be-
tont. die Entdeckung der Paarerzeugung sei die be-
deutendste der Dreifligerjahre.
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Einserseits ist die Abweichung von der klassi-
schen Physik nicht sonderlich iiberraschend. Denn
der Vorgang ist ohne Zweifel ein quantenphysikali-
scher und als solcher nicht auf die klassische Physik
zuriickfiihrbar. Andererseits ist es aber doch von
Bedeutung. daf3 sich durch solche Experimente
bereits die Basisvoraussetzung der klassischen Phy-
sik als unhaltbar erweist. Es ist darum zu erwarten.
dall man schon von der neuen Voraussetzung her
und nicht erst mittels des Prozesses der Quantisie-
rung auf dem Umweg tber die klassische Physik
zur Quantenphysik gelangen kann [3]. Das soll hier
versucht werden.

Die Preisgabe der Gen-ldentitit schafft zunichst
Komplikationen. Erstens hort die Materie auf,
Garant der Bestindigkeit der Welt zu sein. Damit
verliert sie i1hre fundamentale Bedeutung fiir die
Philosophie. Zweitens muf3 man die Vorstellung
aufgeben. die wir mit den frithesten Vertretern der
griechischen Philosophie teilen. alles Geschehen
lasse sich allein auf Bewegungen zurtickfiihren. Ent-
stehen und Vergehen kommen wieder ins Spiel.

Der erste Verzicht ist harmlos. Bereits in der
klassischen Physik haben Erhaltungssiatze fiir die
Bestiindigkeit der Welt gesorgt. unter denen der fiir
die Materie mehr und mehr an Bedeutung verloren
hat. Nicht die Erhaltung der Materie, sondern die
Naturgesetze sind dafiir verantwortlich, daff die
Welt beir allem Wechsel des Geschehens bestindig
Ist.

Der zweite Verzicht ist fiir den Ubergang von der
klassischen Physik zur Quantenphysik wesentlich.
Man kann der damit verbundenen Komplikation
dadurch entgehen. dafl man Bewegung nicht mehr
als fundamental betrachtet und sagt: Alles Gesche-
hen ist ein Zusammenspiel von elementaren Erzeu-
gungs- und  Vernichtungsprozessen. Bewegung
kommt allein dadurch zustande, daf3 ein Teilchen in
einem bestimmten Punkt vergeht. da3 zur Kompen-
sation ein gleichartiges in einem infinitesimal be-
nachbarten Punkt entsteht. und daB sich dieser Pro-
ze3 eine Welle stetig fortsetzt. Auch damit hat man
Bewegung 1im Griff. nur aber so. dal3 eigentliche
Teilchenerzeugungen und -vernichtungen moglich
sind. Wiederum bestimmen Gesetze den Ablauf des
Geschehens.

Teilchen konnen entstehen und vergehen. Das ist
keine Hypothese. sondern ein empirisch gesichertes
Faktum. Der Satz ist nicht nur auf Elektronen und
Positronen anwendbar. Er gilt auch fir Lichtquan-

ten und hitte dafiir gleich nach Entdeckung der
Quantennatur des Lichtes ausgesprochen werden
konnen. Inzwischen hat es sich gezeigt. daB3 man bei
hinreichender Energie alle Teilchen erzeugen kann,
stabile und auch instabile. also auch solche. die
nach kurzer Zeit dhnlich wie radioaktive Teilchen
zerfallen. Insbesondere konnen Protonen und Neu-
tronen entstehen und vergehen. also gerade diejeni-
gen, aus denen die makrophysikalische Materie
hauptsichlich besteht.

Es kann nicht mehr bezweifelt werden., dafl Ent-
stehen und Vergehen fundamentale Prozesse sind.
Eine Physik auf dieser Basis muf3 von der klassi-
schen Physik verschieden sein. Dennoch wird es
Physik sein. Der Aufbau der Theorie erfolgt nach
denselben Prinzipien wie die klassische Physik, den-
jenigen wissenschaftstheoretischen Prinzipien ndm-
lich. die Newton [4] in seinen scholia zwar nur sehr
knapp. aber mit grofer Klarheit formuliert hat.
Nach thm liegen einer Theorie evidente Axiome zu-
grunde. Diese ergeben sich aus empirisch gesicher-
ten Aussagen nach ihrer Erweiterung durch Induk-
tion. durch die sie zu einer tragfihigen Grundlage
fiir logische Deduktionen werden.

Mathematiker und Physiker bestreiten heute die
Existenz evidenter Axiome mit Argumenten. die
niemand bezweifeln kann, dennoch zu unrecht. Thre
Argumente richten sich ndmlich nicht gegen die
Evidenz. sondern gegen unzuldssige Erwartungen.
die manche mit ihr verbinden.

Es ist klar. da3 man sich in Beweisen nicht auf
Evidenzen stiitzen kann. Grundlage aller Beweise
sind allein die Axiome. Doch lassen sich diese nicht
mehr logisch beweisen. nach dem Godelschen Satz
[5] nicht einmal ihre Widerspruchsfreiheit. Denn
auch die fortschreitende Vertiefung durch Ubergang
zu immer neuen Ebenen der Metamathematik fiithrt
nicht weiter. Es bleibt nur die Feststellung, die
Wahrheit wohne im Abgrund. Eine rein deduktive
Mathematik ist also ein nicht abgeschlossenes Sy-
stem. Geht es um mehr als um willkiirliche oder
durch Konventionen geheiligte Spielregeln. so be-
diirfen Axiome einer anderen Begriindung.

Es st auch richtig. dal3 die Evidenz der Axiome
deren unbegrenzte Giiltigkeit nicht garantiert. Da-
fiir gibt es zahlreiche Beispiele. Wiire es anders. so
brauchten wir die Voraussetzung der Gen-Identitit
nicht zu verlassen. Giltigkeitsgrenzen der Axiome
riihren daher. daB3 die fiir Deduktionen notige An-
nahme der Allgemeingiltigkeit empirisch gesicher-



F. Bopp - Sein oder Nichtsein als Grundfrage der Quantenphysik

ter Sitze nicht unbegrenzt zu gelten braucht. Denn
sie stellt eine Uberschreitung der Grenzen des un-
mittelbar Erfahrbaren dar. Auch eine rein empi-
risch begriindete Wissenschaft ist ein offenes Sy-
stem. Jeder wirkliche Fortschritt der Wissenschaft er-
fordert eine Uberschreitung von Giiltigkeitsgrenzen.

Empirisch begriindete Axiome. wie sie Newton
fordert. sind jedoch mehr als willkiirliche Spiel-
regeln. Innerhalb ihres Geltungsbereiches sind sie
widerspruchsfrer. Beschreibt man ndmlich nur, was
man tun kann. so kann man das tun, noch ehe man
begrifflich erfallt, was es bedeutet, noch ehe also
Logik zu greifen vermag. Selbst wenn wir zu neuen
Axiomen {ibergehen miissen. bewahren empirisch
gesicherte Sitze ihre Bedeutung innerhalb von
Grenzen. die stets vorhanden sind, die aber erst bei
diesem Ubergang erkennbar werden.

Gerade die Unerschiitterlichkeit von Erfahrungen
garantiert den heute so oft verteufelten Fortschritt
der Erkenntnis. Denn neue Theorien miissen nicht
nur neue Erfahrungen umschlieBen. Sie miissen
auch mit den alten im Einklang bleiben. Darum
haben sie einen weiteren Geltungsbereich. In der
Erweiterung dieses Bereiches zeigt sich der Fort-
schritt. Wahrhaft progressive Wissenschaft muf3 zu-
gleich extrem konservativ sein.

Erst das Zusammenspiel von Erfahrung und Lo-
gik fiihrt zur Erkenntnis. Vollig absurde Theorien
konnen logisch einwandfrei formuliert sein. Oft
knopft man hiibsch Knopf fiir Knopf seiner Weste
und merkt erst am Ende. dall man falsch angefan-
gen hat.

Die Bedeutung der Logik fiir die Erkenntnis wird
dadurch nicht geschmilert. Sie besteht darin, daf3
wenige Basiserfahrungen ausreichen, um allein mit-
tels logischen SchlieBens weite Teile der Weltord-
nung zu begreifen. AuBBerdem erlaubt die VerlaB3-
lichkeit des SchlieBens bei mangelnder Uberein-
stimmung von Folgerungen und Erfahrungen, Min-
gel der Axiome aufzudecken.

Die Bedeutung der Erfahrung beruht auf einem
Glauben. und zwar auf einem Glauben. der sich mit
fortschreitender Erkenntis festigt. Er besteht darin,
die Welt als dem Menschen gegeben zu betrachten,
der die ihr innewohnende Ordnung um des Lebens
willen zu erkennen bemiiht sein muf3. Ohne diesen
Glauben wire alles Erkenntnisstreben gegenstands-
los. Denn Erkenntnis ist nur moglich, wenn es etwas
zu erkennen gibt. Der Glaube ist also Vorausset-
zung aller Erkenntnis.
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Nicht *...ismen" sind es. welche die Wende zur
Neuzeit charakterisieren. sondern die Einsicht. daf3
Erfahrung und Logik zusammengehoren. In einem
Prozef3. der in der Spitscholastik begonnen und bei
Newton seinen Abschlufl gefunden hat. ist die
Uberbewertung der Logik iiberwunden und die
Philosophie auf eine hohere Ebene gehoben wor-
den. auf eine nicht ganz neue Ebene. wie die Ver-
wandtschaft der naturwissenschaftlichen Philoso-
phie mit der von Platon [6] zeigt. — auf eine. von
der man leicht abstiirzen kann. Sikularisierte Scho-
lastik ist nicht besser als eine theologisch geprigte.

Bei der Formulierung einer Physik ohne Gen-
Identitit. in der das Entstehen und Vergehen als
nicht weiter hinterfragbare Grundprozesse aner-
kannt werden. wollen wir uns von Newtons .Experi-
mentalphilosophie® leiten lassen. Die Induktion be-
steht darin. daB3 die Erzeugung und Vernichtung
von Teilchen als allgemeines Phidnomen anerkannt
wird, und daf3 Vorginge. die in einem Punkte statt-
finden. andere in Nachbarpunkten hervorrufen kon-
nen.

Angesichts derer, die weit liber die Grenzen der
Physik hinaus von den Interpretationsversuchen der
Quantenphysik ausgehen. scheint es mir nicht ganz
tiberfliissig zu sein. sich auf Newtons Programm der
..Mathematisierung der Naturphilosophie™ (Philoso-
phiae Naturalis Principia Mathematica) zu besinnen.

§ 2. Elementarprozesse

In der klassischen Physik betrachtet man wie
schon in der griechischen Naturphilosophie ein
Ding und verfolgt seine Bewegung im Raum. Dem
hat Heraklit [7] eine andere Betrachtungsweise ent-
gegengesetzt. Er beobachtet ein Gebiet im Raum
und fragt, was sich im Laufe der Zeit dndert.

Beispielsweise bewahrt eine ruhig brennende
Flamme ihre Gestalt. nicht weil die Bestindigkeit
der Materie dafiir sorgt. sondern weil ihre Existenz
durch einen gleichmédBigen Zufluf3 von Brennstoft
und Luft, und durch einen gleichmiBigen Abfluf}
der Verbrennungsprodukte gesichert wird. also
durch das Gesetz. welches den Vorgang beherrscht.
Es gibt eine Fiille von Vorgingen vergleichbarer Art.
Auch die des Lebens gehoren dazu. Man kann einen
Menschen nach wenigen Jahren wiedererkennen.
obwohl kaum noch eines der Atome in seinem Kor-
per ist. die ithn bei der ersten Begegnung aufgebaut
haben.
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In solchen Fillen spricht man heute von FlieB3-
gleichgewichten. Sie lassen sich alle naiv atomi-
stisch verstehen. so daf3 sie mit der Annahme der
Gen-Identitdt vertrdglich sind. Doch bleibt die Er-
kenntnis, dal man ohne diese Voraussetzung aus-
kommen kann. wenn Gesetze fiir die Bestiandigkeit
sorgen. Ist Heraklits Idee im Bereich seiner Bei-
spiele auch belanglos, so hat er damit doch den
Weg vorbereitet. auf dem wir nun weiterkommen
konnen.

Statt eines Gebietes fassen wir einen Raumpunkt
ins Auge und fragen nach Vorgingen in diesem. Der
Punkt kann leer sein, oder es kann sich ein Teilchen
in ithm befinden. Den Besetzungszustand bezeich-
nen wir mit v= 0 oder 1, worin v= 0 auf den leeren
und v=1 auf den besetzten Zustand bezogen sein
soll. Gibt es Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse,
so wird sich v im Laufe der Zeit ¢ dndern. und
v=1(r) wird eine Funktion der Zeit sein. die zwi-
schen den Werten 0 und 1 hin und her springt.

Eine solche Funktion ist grundsitzlich unbeob-
achtbar, weil wir den Raumpunkt nicht standig ins
Auge fassen konnen. und weil man eine unstetige
Funktion nicht durch Interpolationen vervollstandi-
gen kann, wie dicht auch die Beobachtungen auf-
einander folgen mogen. Eine unstetige Funktion
kann man nicht durch Messungen bestimmen. Leib-
niz [8] hat daraus geschlossen, die Natur mache
keine Spriinge.

Diese Folgerung ist seit langem nicht mehr halt-
bar. Wenn es bei unstetigen Funktionen Gesetze
gibt. so miissen es statistische sein. Man denke z. B.
daran. da3 bei einem guten Wiirfel jede Augenzahl
gleichwahrscheinlich ist.

Darum konnen wir sagen: Wenn es fir Erzeu-
gungs- und Vernichtungsprozesse Gesetze gibt, so
miissen es statistische sein [22]. Es miissen Wahr-
scheinlichkeiten wq und w; fiir beide Zustdnde existie-
ren, die sich nach einem niher zu bestimmenden Ge-
setz w, =1, (r) mit der Zeit dndern. Sind diese Funk-
tionen stetig, machen sie also keine Spriinge, so kann
man sie im Sinne von Leibniz empirisch bestim-
men. klarerweise nur so. wie man durch Beobach-
tung vieler gleichartiger Vorginge zu Wahrschein-
lichkeiten zu gelangen pflegt. Wenn es Gesetze fir
Elementarprozesse gibt. so miissen es statistische
sein. Es gibt aber (anders als etwa beim Wiirfel-
spiel) kemne ersichtlichen empirischen Griinde da-
fiir, daB man sie aus deterministischen Gesetzen
ableiten kann.

Gleichungen zur Bestimmung von w.(7) heifien
stochastische. Stochastische Gleichungen [9]. die sich
aus deterministischen Theorien ableiten lassen, ha-
ben einen sehr speziellen Charakter. Sie liefern rein
abklingende Wahrscheinlichkeiten oder gedampfte
Schwingungen. Die Planck-Kolmogoroff-Gleichung
liefert ein typisches Beispiel. Wir haben hier keinen
Grund. solche Gleichungen zu erwarten oder gar zu
fordern. Wir missen vielmehr unabhidngig von sol-
chen Vorbildern nach stochastischen Gleichungen
suchen.

Dennoch gibt es eine Anzahl von Bedingungen,
die allein aus dem statistischen Charakter der Glei-
chung folgen. Da der betrachtete Punkt mit Sicher-
heit leer oder besetzt ist. mufl wy+w; =1 sein.
Darum konnen wir w, durch

n'”:;-(]*u'). u']:%(H*n') (2.1)
darstellen. Es gibt nur eine unbekannte Funktion,
namlich die Wahrscheinlichkeitsspanne w — wy=
w (7). Danach beschreibt w =41 den besetzten Zu-
stand und w=—1 den leeren: w =0 liefert wy=w,
=1/2 und soll den Zustand vdlliger Unkenntnis
bezeichnen. Eine andere Kennzeichnung dieses Zu-
stands wdre mathematisch moglich, ist aber wegen
gekiinstelter Unsymmetrien unzweckmidfig. Da
Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sein konnen, gilt

—l=w)=+1. 2.2)

Die empirische Bestimmung von Wahrscheinlich-
keiten setzt die Beobachtung vieler gleichartiger
Systeme voraus. Wabhrscheinlichkeiten beziehen
sich also nicht auf einzelne Systeme. sondern auf
eine Gesamtheit gleichartiger Systeme. Man spricht
von einer Gibbsschen oder virtuellen Gesamtheit
[10]. Damit meint man, dafl es sich nicht um ein
groBes System handelt, welches aus vielen gleicharti-
gen Systemen zusammengesetzt ist. sondern um eine
gedankliche Zusammenschau des Geschehens in vie-
len physikalisch vollstindig unabhidngigen Einzelsy-
stemen [11]. Darum besteht zwischen diesen keine
Wechselwirkung. woraus sich ergibt, dafl die Glei-
chungen fir w,(r) linear homogen sein miissen,
linear. weil es eine Gibbssche Gesamtheit ist, und
homogen. weil die Gleichungen nicht nur fir rela-
tive. sondern auch fur absolute Hiufigkeiten gelten
missen. Seien ) und w/ zwei Losungssysteme und
N’. N” die zugehorigen Anzahlen der Beobachtun-
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gen. so ist auch
we=g'w.+g”"w’. g =N/N,
g'=N’'/N, N=N+N",

eine Gibbssche Gesamtheit, die den namlichen
Gleichungen geniigt und damit eine mdgliche Lo-
sung ist.

Die stochastische Gleichung fiir w ist immer noch
linear, weil die Gln. (2.1) die Linearitdt nicht sto-
ren. Doch braucht sie nicht mehr homogen zu sein,
weil wy+ w; =1 nicht mehr erlaubt, von den rela-
tiven Hiufigkeiten zu den absoluten zuriickzukeh-
ren. Man wird also im allgemeinen eine lineare,
aber inhomogene Gleichung von der Form

w d"w d%

o0 g =0 =

erwarten. Fordert man jedoch, daB3 sich der Zustand
vollstindiger Unkenntnis nicht durch Abwarten in
Kenntnis verwandeln kann, so muBl w=0 eine
Losung sein. Darum ist schlieBlich auch die Glei-
chung fiir w linear homogen. Es gilt

x d"w
Z Cn =0

" 0
n=0 d,”

(2.3)

Die Koeffizienten ¢, sind konstant. Das ist nicht
mehr rein statistisch begrundbar. Wiren sie Funk-
tionen der Zeit, so wiirden sie irgendwelche von
auBen kommende Einfliisse beschreiben. Solche
wird es am Ende auch geben. Doch miissen sie nach
der Basisvorstellung durch die zeitlichen Verdnde-
rungen der Wahrscheinlichkeiten in Nachbarpunk-
ten und nicht durch zeitabhidngige Koeffizienten
bestimmt sein. Darum fordern wir

¢, = const. (2.4)

Beliebter Argumentation folgend konnte man sa-
gen, die Konstanz ergebe sich aus der Homogenitit
der Zeit. Ich bin jedoch davon abgekommen, weil es
nach der Basisvorstellung eher einleuchtet zu sagen,
es bestehe kein Anla3 in Zeitabhidngigkeiten mehr
zu sehen als bereits vorhandene Umwelteinfliisse.
Im Hinblick auf die These. daB es die Physik ist,
die sich ihre Raum-Zeit schafft, ist es willkommen.
dall die Homogenitit der Zeit aus der obigen Fest-
stellung folgt.

Bei konstanten Koeffizienten beherrscht man die
Losungen von (2.3) vollstindig. Es sind Linearkom-
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binationen der Eigenlosungen

w=e, 3 e '=F(i)=0. (

v=0)

1o
n

Jede Nullstelle der Funktion F (/) liefert eine mog-
liche Eigenlosung. Aus statistischen Griinden diirfen
keine Mehrfachwurzeln vorkommen. Denn diese
fihren zu Losungen von der Form 1"¢”, die im
Falle n=1 mit (2.2) nicht vertriglich sind. Da w
reell ist. mufl mit ~ auch ~* vorkommen, ebenfalls
rein statistisch. wiederum wegen (2.2) muf3

Reli=0 (2.6)

sein.

In der statistischen Mechanik sind die Realteile
von / im allgemeinen negativ. Sie sind fiir die Ver-
mehrung der Entropie verantwortlich und Ausdruck
fiir das kollektive Verhalten real wechselwirkender
Systeme. In Grundprozessen wiirden negative Real-
teile bedeuten, daBl es absterbende Zustinde gibt.
Das kann man vielleicht fir kosmische Zeiten nicht
von vorneherein ausschlieBen [12]. Doch ist es kaum
zweckmif3ig, kosmologische Hypothesen zu ma-
chen, solange Einflisse des Kosmos keine Rolle
spielen. Darum fordern wir (2.6) verschirfend

Re/=0. (2.7)
Das ist wie (2.4) eine physikalische Annahme. Sie
ist im Einklang mit Newtons Forderung, keine Mog-
lichkeiten zuzulassen, in denen sich nicht unmittel-
bar Erfahrung wiederspiegelt, weil man sonst will-
kurlicher Spekulation das Tor offnet. ,.Nihil
frustra™ hat Weyl in dhnlichen Fillen gesagt.

Auch die weiteren Annahmen sind physikali-
scher Natur. Die Zahl der Punkte im Raum ist un-
endlich viel grofer als die Zahl der Teilchen.
Darum kann ein leerer Punkt stindig leer bleiben,
so daf3 w=—1 eine mogliche Losung und

/.= 0 eine mogliche Wurzel (2.8)
von F(2) = sein mufl.

Alle anderen Wurzeln treten gemidfl /.= =£iQ
paarweise auf. Gibt es mehrere Wurzelpaare, so
entspricht das dem Spektrum gekoppelter Oszillato-
ren. Das kann man gewi3 auch hier nicht ausschlie-
Ben. Es wird tatsichlich vorkommen. Doch werden
wir dann nicht mehr von elementaren, sondern von
gekoppelten Prozessen sprechen. Darum fordern



118 F. Bopp - Sein oder Nichtsein als Grundfrage der Quantenphysik

wir. bei Elementarprozessen soll es

nur ein Paar von Wurzeln 2= iQ*0 (2.9)

geben. Das ist nur eine Prizisierung des Begriffs
.Elementarprozef3'.

Damit lautet die stochastische Gleichung fir
Elementarprozesse

d*w

LAY (2.10)
de” dr
Nach den Ungleichungen in (2.2) sind sicher nicht
alle Losungen dieser Gleichung zulédssig. Es besteht
also noch die Aufgabe. die Mannigfaltigkeit der
physikalisch zuldssigen Losungen abzugrenzen.

Zur physikalischen Analyse von Basisgleichungen
ist es zweckmifig. Differentialgleichungen hoherer
Ordnung durch Systeme von Gleichungen erster
Ordnung zu ersetzen, (2.10) also z. B. durch

p=Q2xp., Q= Q Q = const . (2.11)
_ _ Q+iQy [  iQi+E
Pa=w, pyripy= o, ! _Qf—{—_()% .

In einer Differentialgleichung dritter Ordnung ist
der Zustand in einem Augenblick durch w. i, i
oder nach (2.11) durch den Vektor p bestimmt,
Dieser Vektor umfdhrt nach (2.11) den Vektor Q
auf einem Kreiskegel. Seiner statistischen Bedeu-
tung wegen ist er auf unsere Information bezogen.

Der konstante Vektor € ist von unserer Informa-
tion unabhingig und damit von p. was der Lineari-
tat von (2.11) entspricht. Er beschreibt somit objek-
tiv die Anderungen des Vektors p und der Informa-
tion 1m Laufe der Zeit. Er ist also Reprédsentant des
objektiven Geschehens. Doch kennt man nach
(2.10) unmittelbar nur den Betrag von Q. Wir
werden sehen, dal3 der Winkel % von 2 gegen die
3-Achse beobachtbar ist. Der Azimutwinkel ¢ von
€ um die 3-Achse bleibt jedoch unbestimmt. Letz-
teres folgt daraus, daB nach Voraussetzung nur
beobachtbar ist.  wenn man
p =P (sin# cosp.sindsing, cos ¥) setzt. Da ps nicht
von ¢ abhingt. liefert w keine Aussage iiber 9. Man
kann also den Anfangswert des Azimuts beliebig
withlen. Mit der Zeit dndert er sich gemid3 der Be-
wegung von p auf dem Kreiskegel um Q.

Nach der Ungleichung (2.2) muB3 der Vektor p in
der Schicht p; =1 liegen. Ist dabei p =p>1.
so kann es vorkommen. dal3 der Vektor p im Laufe
der Zeit iiber die Grenzen der Schicht hinauswan-

W= p3=pCos

dert. Dem konnte man damit begegnen. dafl man
nur solche Q zuldf3t. die zu hinreichend schmalen
Kreiskegeln fithren. Doch werden dann die Vekto-
ren 2 p-abhingig. Das Gesamtsystem wire nicht
mehr linear in p. und € verlore seine von der Infor-
mation p unabhingige objektive Bedeutung. Darum
darf p nicht aus der Einheitskugel herausragen. Es
muf3

[IA

pr=1 (2.12)
sein.

Damit definiert die Einheitskugel (und nicht etwa
die planparallele Schicht) den stochastischen Kon-
vexkorper. Liegen die Vektoren p’ und p” innerhalb
der Einheitskugel. so gilt das auch fir alle Vektoren

p=yg'P+yg'p’. g+g"=1. ¢g.g'z0. (2.13)

also fir alle, die bis zu der Strecke zwischen den
Enden von p’ und p” reichen, und die Mischungen
der durch p’ und p” definierten Gesamtheiten lie-
fern.

Alle Vektoren p. die gemif3

p<l (2.14)
innerhalb der Kugel liegen. definieren Gesamthei-
ten. die durch Mischung aus anderen entstehen kon-
nen. Denn man kann durch den Endpunkt P von p
Sehnen legen. auf denen es Punktpaare P’. P” gibt,
die den Punkt P einschlieen, und die Vektoren p’,
p’ liefern. welche nach (2.13) mit p verbunden sind.
Hiernach definiert (2.14) .gemischte Gesamtheiten'.
Die duBersten Grenzen der Punkte P und P”
werden durch die Schnittpunkte der Sehnen mit der
Kugeloberfliche
p=1 (2.15)
definiert. Sie liefern .reine Gesamtheiten'. Man
kann also jeden Vektor vom Typus (2.14) durch Mi-
schung reiner Gesamtheiten erzeugen. Es geniigt
darum. reine Gesamtheiten zu betrachten. Diese
geniigen klarerweise nicht mehr dem Superposi-
tionsprinzip. weil durch Superposition reiner Ge-
samtheiten gemischte entstehen. Der Name riihrt
daher. daB man umgekehrt reine Gesamtheiten
nicht durch Mischung erzeugen kann. Wenn nim-
lich (2.15) gilt. liegen die Punkte der Sehnen durch
den Endpunkt von p stets auf einer Seite desselben.
Nach (2.13) ist p? = p? = const. Die Vektoren p (?),
die im Laufe der Zeit aus p(0) hervorgehen. enden
also auf der Schnittlinie des Kegels mit der Kugel-
fliche vom Radius p. Darum gibt es maximale und
minimale Werte von w. w,, = p cosd; und wpip =
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p cos #>. Somit ist der Winkel # von Q gegen die
3-Richtung durch

G=1(%+ %) (2.16)

bestimmt. wenn wir p kennen, z. B. wenn wir wissen,
daB3 eine reine Gesamtheit vorliegt. fiir die p =1 ist.

Spezielle reine Gesamtheiten. sind unmittelbar
erkennbar. Eine solche liegt sicher vor. wenn der
Schnittkreis durch den Pol p= (0. 0.+ 1) oder durch
den Gegenpol p= (0.0.—1) geht. wenn also entwe-
der wy.=+1 oder wy;,=—1 ist. Es wird sich zei-
gen. da3 man von den obigen. unmittelbar als rein
erkennbaren Gesamtheiten mittels geeigneter Geri-
te zu beliebigen reinen Gesamtheiten tbergehen
kann.

Wir haben versucht, Erzeugungs- und Vernich-
tungsprozesse in einem Punkt mathematisch zu for-
mulieren. Die Gibbsschen Gesamtheiten werden
durch den Vektor p dargestellt. Er befriedigt die Zu-
standsgleichungen (2.11), in denen € das physikali-
sche Geschehen objektiv. also unabhidngig vom
Stand der Informationen beschreibt. Es wird sich
zeigen, daB (2.11) mit der v. Neumannschen Glei-
chung der Quantenmechanik fir Systeme mit zwei
Quantenzustinden dquivalent ist. Fir die reinen
Gesamtheiten erhidlt man daraus auf bekannte
Weise die zugehorige Schrodingergleichung.

Dem Brauche folgend haben wir von Erzeugung
und Vernichtung gesprochen, von besetzten und
leeren Plitzen: Sein oder Nichtsein, das ist hier die
Frage. —

Zwar hat Parmenides [13] einst gesagt: Nichtsein
kann nicht sein. Er hat damit u.a. begriindet, dal es
keinen leeren Raum gebe. Dem hat Demokrit ent-
gegengehalten. der leere Raum existiere als Bewe-
gungsspielraum der Atome. Zum ersten Male wird
dabei de facto (wie spiter klarer im Platonschen
Hohlengleichnis) das Gesetz als Ausdruck des
Realen betrachtet, hier speziell das durch die Ord-
nungsstruktur der Geometrie gegebene Gesetz.

Ahnlich ist es hier. Sein und Nichtsein erscheinen
als Pol und Gegenpol der stochastischen Kugel
p>=1. sind also vollig gleichberechtigt. Danach ist
auch das Nichtsein eine Seinsweise. Sein und
Nichtsein sind zwei Seiten einer Alternative. Man
konnte von rot und blau oder von andern Bildern
sprechen. Im Hinblick auf das experimentell ge-
sicherte Entstehen und Vergehen von Teilchen ist
jedoch die Alternative Sein und Nichtsein angemes-
sen.

119

§ 3. J. v. Neumann- und Schrodinger-Gleichung
fiur Elementarprozesse

Hier soll die Aquivalenz der stochastischen Zu-
standsgleichungen fir reine und gemischte Gesamt-
heiten mit den entsprechenden Gleichungen der
Quantenphysik werden. Dabei kommen
keine neuen Prinzipien ins Spiel. Wenigstens grund-
sitzlich wird klar. wie man experimentell spezielle
reine Gesamtheiten in beliebige tberfiihren kann.
Am Ende wird die Darstellung durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren eingefihrt.

Die stochastischen Gleichungen in (2.11) kann
man in Matrixform schreiben. Schreibt man nidm-
lich den Vektor p als einspaltige Matrix. so erhilt
man

gezeigt

ip=—R-J)p (3.1)
mit 3.2)
0 0 0 0 0 +i
=10 0 —i Jo=1 0 0 0
0+i 0 —i 0 0
0—-/ O
Je=l =i 0 (), 3.2)
0 0 0

worin die Basismatrizen J den Vertauschungsrela-
tionen

V. Jd=iJ,.

(%)
(9%
-

(i k. D) =2zykl. (1.2.3).  (

der Drehgruppe gentigen [14].

Dieser Gleichung sicht man sofort an. daf3 die
Willkiir beim Ubergang von der Differentialglei-
chung dritter Ordnung in (2.10) zum System von
drei Differentialgleichungen erster Ordnung in
(2.11) unwesentlich ist. Man erhilt die anderen Dar-
stellungen durch lineare Transformationen

pop=Ap.
sodaB (3.1) in

ip=—@R-J)p ., J=AJA",

libergeht, worin J” ebenfalls den Vertauschungsrela-
tionen (3.3) der Drehgruppe gentigt. obwohl bei der
Transformation schiefwinklige Koordinaten entste-
hen. Die Algebra der Drehgruppe ist invariant.

Das konnen wir ausnutzen, um zu anderen Dar-
stellungen tberzugehen. Besonders einfach ist die
zweidimensionale. Die halben Paulimatrizen ¢/2
gentigen ebenfalls den Vertauschungsrelationen



120 F. Bopp - Sein oder Nichtsein als Grundfrage der Quantenphysik

(3.3). Darum kann man (3.1) durch die v. Neu-
mannsche Gleichung der Quantenmechanik [15]

i(dP/dr)=[H. P] (3.4)
ersetzen mit
P:%(l~p'0’). H:%Q'a. (3.5)

In der Tat ist
/'Ibz—'l—p'a. )
i
[II,P]:fl-[Q'a.p-a]z—T(pr)'a.

Umgekehrt kann man p mittels

p=—Spur (P a) (3.6)

aus P berechnen. Die Abbildung von p auf P ist also
umkehrbar. Die Matrix P beschreibt wie der Vektor
p den Zustand der Gesamtheit und heif3t ,v. Neu-
mannsche Zustandsmatrix. A ist der .Hamilton-
Operator'.

Innerhalb von (3.4) ist die Einheitsmatrix in (3.5)
belanglos. Doch sorgt sie fiir bequeme Eigenschaf-
ten von P. Die Zustandsmatrix ist klarerweise Her-
mitesch und hat die Spur 1.

P'=P, SpurP=1. (3.7)

Speziell in Verbindung mit (3.6) und (3.1) erhdlt
man daraus

l\':P::_P]]. H'()=P]]. \1']:P:3.

(3.8)

AuBlerdem ist die Matrix P fiir zuldssige Vektoren
p-<I positiv definit. Denn aus

PP=P—3(1-p9) (3.9)
folgt fiir beliebige einspaltige Matrizen u # 0
zl’l’u:(Pu)*(Pu)-l—}(l—p:)u+u>0. (3.10)

Im Einklang damit sind w, und w; in (3.8) nicht-
negativ. Fur reine Gesamtheiten folgt aus (3.9)

P:=P. (3.11)

Die Hermiteschen Matrizen P haben zwei reelle
Eigenwerte. Die Eigenldsungen ergeben sich aus
Ph=,d,
oD =0,

PO =, @,
PO=0 P =1,
Das ergibt

P=,0¢ '+, ¢ @7,

Nach (3.11) erhilt man daraus fir reine Gesamt-
heiten

OO P =, pd DT
also z?=/ und 2?>=/" und aufgrund von (3.7)
z.B. 2=1. 2/=0. Somit sind reine Gesamtheiten
gemill

P=dd", o'p=1, (3.12)

durch eine einzige einspaltige und normierte Matrix
bestimmt.  Diese hei3t .Zustandsvektor. Ist

(l)() ~
&= .so folgt aus (3.8)
&,

wo=®5Py. w =0T P,. (3.13)

Damit sind die Wahrscheinlichkeiten. wie man es
nach Schrodinger erwartet. durch .Wahrscheinlich-
keitsamplituden® bestimmt.

Dafiir gelten Schrodinger-Gleichungen [16]. Sub-
stitution von (3.12) in (3.4) ergibt

(i0-—H®)P = (—id' - H).
Daraus folgt fur

id—Hb=y, —id'—d'H=y"
die Gleichung

=0y,
wonach

1=@ (S D)y=ig®. =@ P =T D]
und /; eine vielleicht noch zeitabhingige Zahl ist.
Ersetzt man

> P A=|0dr.
so erhilt man die Schrodinger-Gleichung und ihre
adjungierte.

id=H®, —id'=d"H. (3.14)

Durch den Ubergang zur v. Neumannschen Dar-
stellung von (2.11) und zur Schrodinger-Gleichung
wird die Homogenitit der Zeit nicht gestort. H ist
wie Q2 zeitunabhiingig. Die Zeit i3t sich mittels des
Ansatzes

D ()= e ',

@ = const . (3.15)

eliminieren. und es ergibt sich die Schrodinger-
Gleichung in der zertunabhidngigen Form

Hb=0d, (3.16)
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nach der die Zustandsvektoren Eigenlosungen des
Hamilton-Operators H sind. Es gilt

H®.=w,&,. O d,=9,.

HEZ('),.(D,.(P;. re(l,2). (3.17)

Die Schrodinger-Gleichung ist gegen konstante
Phasentransformationen invariant. Denn bei Substi-
tution von

® — @l = const, (3.18)

fallt der Phasenfaktor f heraus. Er kommt in den
Zustandsmatrizen gemaf
OPT - PPt (3.19)

tiberhaupt nicht vor.

Eine andere Symmetrieeigenschaft ist unmittelbar
von Bedeutung. Nach (3.6) erhidlt man fir reine Ge-
samtheiten

p=—>P 6. (3.20)

Bei der Transformation

@ et Pt Ppe . y=const, (3.21)
geht pin
p=—® (cosx—isinxoy) 6 (cosx+isinyas) d,

pitipi=e ' (pi+ip). pi=ps

tber. Die unmittelbar beobachtbare Wahrschein-
lichkeitsspanne w = p3 bleibt invariant. Doch ist der
Winkel 2% ebenso wie der dquivalente Azimutwin-
kel von 21in Q,+ i Q2> (Gl (2.11)) unbeobachtbar.

Von groflerer Bedeutung ist die Forminvarianz
der Schrodinger-Gleichung bei beliebigen unitiaren
Transtormationen. Mittels

b =Ud, U'U=1, U= const, (3.22)
erhilt man aus (3.14)

i¢'=H @, H=UHU, (3.23)
und aus (3.20)

pP=0"6 . o/=UcU". (3.24)
Die alten Gleichungen bleiben erhalten. Doch

transformieren sich die Operatoren. Im allgemeinen
andert sich a3 seine Gestalt. Nach der Transforma-
tion definiert o3 im allgemeinen keine beobachtbare
GrofBe mehr.

Das kann man benutzen. um Grof8en. die nicht
unmittelbar beobachtbar sind. durch Einschaltung
geeigneter Geridte beobachtbar zu machen. Eine
vollstindige Formulierung des Problems erfordert
mehr als die Betrachtung von Elementarprozessen.
Doch kann man den Kern des Problems bereits hier
erkennen.

Schalten wir wihrend einer gewissen Zeit ein
MeBinstrument ein, so dndert sich wihrend dieser
auch 1n dem betrachteten Punkt der Hamilton-
Operator etwa gemif3

i fir 1< 0 und 7> 1,

"TlH+M/c fir0s=r=t.

Darin beschreibt M den EinfluB des MeBgerits. In
der Zeitspanne (0, r) dndert sich der Zustandsvek-
tor. Aus @ (0) folgt

& (1) = {)*IIHT*JI)(T) (O) .
Das ergibt im Grenzfall r — 0. also 1m Grenzfall
stoBartiger Messungen

P =M, (3.26)

worin @ und @’ die Amplituden vor und nach der
Messung sind. Nach Ablauf der Messung ergibt die
Beobachtung

w=—0@ g d".

Bezogen auf die Amplituden vor der Messung kann
man dafir schreiben

w=—0' g P !

oi=e'Mgye¥, (3.27)

Durch die Messung ist also der Erwartungswert der
nicht unmittelbar beobachtbaren Grol3e 5 vor dem
Mel3vorgang bestimmt.

Man vergleiche das mit einer klassisch physikali-
schen ballistischen Impulsmessung, bei der man aus
dem ersten Pendelausschlag auf den Impuls des Pro-
jektils kurz vor dem Einschlag schlieBt. Trotz aller
Unterschiede zwischen klassischer Physik und
Quantenphysik  handelt es sich um dieselbe
MeBidee.

Nun la6t sich die in § 2 noch offene Frage beant-
worten. wie man reine Gesamtheiten realisieren
kann. fir die w <1 ist. Da Schrodinger-Gleichun-
gen reine Gesamtheiten in ebensolche Uberfiihren,
auch wenn sich H durch irgendwelche Gerite
andert. erfihrt © bei Einschaltung eines Gerdtes
eine Transformation. Wenn vorher wp.,=+1 1st,
und wenn sich bei der Transformation die Richtung
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von Q2 der von w,;, nihert, wird nachher w,,, <1
sein. Entsprechendes gilt. wenn wir von w ;= — 1
ausgehen. Man kann also beliebige reine Gesamt-
heiten herstellen, auch wenn man mit einer speziel-
len beginnt. die unmittelbar als reine erkennbar ist.
Beispielsweise erhilt man eine solche. wie sich zei-
gen wird, niherungsweise. wenn ein Teilchenstrahl
mit bestimmtem Impuls durch eine enge Blende
liduft.

An dieser Stelle werden einige bereits allgemein
giiltige Ergebnisse sichtbar. die wir hier in Anleh-
nung an obige Ergebnisse fiir #xn-Matrizen formu-
lieren. noch bevor wir die Verallgemeinerung physi-
kalisch begriindet einfithren. Jede Hermitesche und
von der Einheit verschiedene Matrix G definiert wie
g in (3.20) eine physikalische GroBe. Thr Erwar-
tungswert ist

(Gy=d"Gd. falls d'd=1. (3.28)

Der Name rechtfertigt sich nach Einfithrung der
Eigenlosungen
Gh,=g,b,. Pl ,=0,,. > D PI=1.
=
denn aus
b=> ¢, D,

r

folgt

folgt o=@, d' =Y c*e=1

(GY=2g:.cF ¢

und das heiBBt: Die Eigenwerte sind die Werte,
welche die Grofle G annehmen kann. und ¢, ° sind
die Wahrscheinlichkeiten. mit denen die Werte vor-
kommen.

Seien E, Einheitsvektoren mit dem Element | in
r-Richtung. so ist

U=> E ®f

eine unitire Transformation. die die Vektoren @, in
E, transformiert. Wenn die Zustinde E, unmittelbar
beobachtbar sind. kennzeichnet M in U= ¢~ das-
jenige Gerdt. welches die Wahrscheinlichkeiten lie-
fert. mit denen alle @, in @ vor Einschaltung des
Gerites vorkommen.

Eine Grofle G. welche wie oben durch eine nxn-
Matrix dargestellt wird. enthidlt im allgemeinen
(ohne Einheitsmatrix) n°—1 linear unabhiingige
Hermitesche Matrizen. von denen je n—1 durch
unitire Transformationen gemeinsam auf Diagonal-
form gebracht werden konnen. Sie sind im Prinzip

gleichzeitig beobachtbar, die tUbrigen n (n —1)-Ma-
trizen erst nach Einschaltung von MefBgeriten. Im
Falle n=2 gibt es nur eine unmittelbar beobacht-
bare Grofe. nimlich 3. und zwel durch Gerite
beobachtbare. etwa ¢, und 7,. Hier ist der wesent-
liche Punkt, daB die physikalische Bedeutung der
GroBen aus dem Basiskonzept abgeleitet ist. Eine
Bezugnahme auf klassische Vorstellung ist, wenn
auch oft hilfreich. grundsitzlich tberfliissig.

Fiir die zeitlichen Anderungen von Erwartungs-
werten erhidlt man aus der Schrodinger-Gleichung

. (3.29)
i(dﬁGd)):(p* 99+1’[H G]) &= ¢+2€¢
dr ot ' o de
Danach st die Zeitableitung des Erwartungswertes
einer Grofle G gleich dem Erwartungswert der tota-

len Zeitableitung von G. welche durch

dG oG .
—:T+I[H. CI] (3.
de o

o8}
9
(=]

definiert ist [17].

Integrale der Bewegung liegen vor, wenn dG/dr= 0
ist. Beispielsweise ist der Hamilton-Operator H we-
gen der Homogenitit der Zeit, nach der 0H/0r=0
ist, und wegen [H. H] = 0 ein Integral. Als Folge der
Zeithomogenitit liefert H die Energie. Allein die
Verbundenheit mit der Zeithomogenitit stellt si-
cher, dall der quantenphysikalische Hamilton-Ope-
rator wie die klassisch physikalische Hamilton-
Funktion die Energie liefert.

Bei der Untersuchung des Zusammenspiels vieler
Elementarprozesse wird es zweckmiBig sein. andere

Basismatrizen als die Paulischen zu verwenden,
namlich
" _(0 0) A(o 1)
€ rol Y oo
(3.31)

Die Zustinde .leer“und .besetzt” werden durch

]>_(0
D=1

0
o-|

0
beschrieben. Daraus folgt

S10=115. wl1y=|0):
w|0)=0. w'|1)=0. (3.

(98]
(%)
(§9]
—
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Das bedeutet: ' erzeugt ein Teilchen, wenn keines
vorhanden ist. und w vernichtet ein vorhandenes.
Darum heiflen w' und w .Erzeugungsoperator' und
.Vernichtungsoperator'. In leeren Punkten kann kein
Teilchen vernichtet werden. in besetzten keines
erzeugt. Dem entsprechen die beiden letzten Glei-
chungen. in denen die Null auf der rechten Seite be-
deutet, daB3 der Zustand. der durch die Operationen
entstehen konnte, nicht existiert. Insbesondere ist
die letzte Gleichung damit in Einklang, dall wir
Doppelbesetzungen ausgeschlossen haben.

Stellt man die Zustinde leer' und .besetzt” durch
hermitesch konjugierte einzeilige Matrizen

Ol=1.0), <1|=(,1)

dar, so vertauschen die Operatoren ithre Bedeutung.
Denn aus (3.32) folgt

Oly=].  {fy'=<0].
O] y'=0, {1|y=0.
Die Namen Erzeugungs- und Vernichtungsoperator

sind also stets auf die Darstellung in (3.32) bezogen.
Beide Systeme von Basisvektoren sind gemaf
(lky=0i, i.ke(0.1),
orthonormiert und liefern die Basis flr kontragre-
diente Darstellungen der Zustandsvektoren, ndmlich
| @)= (Dy+ P y')|0),
(@[=X0[(@T+PTy).
Man spricht von der KET- und der BRA-Darstel-
lung der Vektoren oder kurz von KET- bzw. BRA-
Vektoren. Beispielsweise ist das Skalarprodukt eines
Vektors | @) mit dem transformierten Vektor | @)
=A|®) gleich
(@) =(D[4]|®).

(3.33)

(3.34)

Hierin erscheinen (@ | und | @) wie Klammern. was
zu den Kunstworten BRA und KET aus BRACKET
gefiihrt hat.

Die Bedeutung der Operatoren w' und w beruht
darauf, daB man nicht mehr explizit mit Matrizen
rechnen muf, sondern rein algebraisch vorgehen
kann, wobei am Ende die ,Vakuumbedingungen®

w|0y=0, O|y'=0, <0]0)=1 (3.35)
zu Zahlen fithren. Beispielsweise gilt fur das Skalar-

produkt
(D[ P) =<0 (T + ST w) (P + DT y") [0)

=@ Dj+ DT D],

wie aus den Vakuumbedingungen folgt. wenn man
ww' =1—y ybenutzt.

KET- und BRA-Vektoren lassen sich verallgemei-
nerungsfihig wie folgt schreiben

|&>=F(yH|0),

. _ (3.36)
(@[=0Fu) =0 F).
Darin kann F (w') im Prinzip eine beliebige Funk-
tion sein. Wegen w'>=0 und y’=0 bleiben aber
hier stets nur lineare Funktionen iibrig.
Entsprechend lassen sich irgendwelche Groen G
als beliebige Funktionen

G=GW'w (3.37)
von ' und v darstellen. Doch bleiben nur lineare
und bilineare Glieder tibrig wie in

a, b* ) Gt

G=a+by +b*y+cy y=
v v vy b, a+c
Der ebenfalls mogliche Term w ' kann mittels
wy'=1—y"y stets zugunsten von y'y eliminiert
werden.
Erwartungswerte schreiben sich in der Form

(G)=0](P5+PTyw) G(Py+ Py [0)  (3.38)

Speziell erhilt man z. B.

) =0 (DT + DT y) w(Po+ Py | 0)
=0, 0| P+ DTy |0)=dF D).

Zum SchluB sei noch eine fundamentale Eigen-
schaft von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
genannt, die weitreichende Folgen haben wird. Wir
wissen, dal3 w bei der Transformation

U=cos%+iaysiny=cosa+isiny (wy —y w)

invariant ist. Daraus folgt, da fir y die Transforma-
tion

y— /= (cosx—isinx(yy' =y y)
“y(cosx+isiny (wyw'—ylw).
bzw.

‘//_’U/:W(ﬁ:u~ W+_+W/*=W+()+Zi:< (339)
gilt. daB die Operatoren w und ' nur bis auf einen
Phasenfaktor bestimmt sind. was zu Eichfeldtheo-

rien fihren wird.
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§ 4. Das Zusammenspiel von Elementarprozessen

Die quantenphysikalische Beschreibung der Ele-
mentarprozesse in § 3 ist aus der stochastischen
durch eine Transtormation hervorgegangen. enthilt
also physikalisch nichts Neues. Der Ubergang zu
beliebigen physikalischen Systemen erfordert ein
weiteres Axiom. Wie man in der klassischen Physik
von der Feststellung ausgeht. alles Geschehen sei
auf Bewegungen der Teilchen eines physikalischen
Systems zuriickfihrbar. so beginnen wir hier mit
der Vorstellung. alles Geschehen sei ein Zusammen-
spiel unterscheidbarer, aber gleichartiger Elemen-
tarprozesse. Zundchst nehmen wir an, daf3 es nur
endlich viele Elementarprozesse gibt. Der Ubergang
zu unendlich vielen erfordert eine besondere Be-
trachtung.

Sei Z gleich der Anzahl der Elementarprozesse,
z.B. solcher. die in verschiedenen Raumpunkten
stattfinden. so gibt es Z-Paare von Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren. die wir gemif

zlf:l//%xlxlx..,x].ﬁ:]xufxlx..‘xl..‘.
77 =1xIx1x...xy",
1=y xIxlIx..xl, ;p=1xyxIx...x1 ..

7z=Ix1IxIx...xy

als direkte Produkte der elementaren Operatoren v/
und » mit Einheitsmatrizen schreiben konnen. Das
ist eine naheliegende Definition. welche wir mittels
einer auf Jordan und Wigner zuriickgehenden
Transformation modifizieren werden. weil die Ope-
ratoren ) und y, wegen einer Fallunterscheidung
unbequemen Vertauschungsrelationen geniigen. Sie
werden nimlich fiir / = & mit Plusklammern |a, b| =
a b+ bagebildet gemif3
oy =0, gl =1, Lmai=0,

und fUr / # k& mit Minusklammern [a,b]=ab—ba
gemil

i 7i)=0. [kl =0. [z 241 =0.
Ist  0) auch hier das Vakuum, also derjenige
Zustand in dem kein Teilchen existiert. so gelten die

Vakuumbedingungen

7i10>=0, <0|xi=0, <0|0>=1.

und Teilchenzustinde werden wie in (3.36) durch
PY=F() 0). (@ ={0 F(y)

dargestellt. Darin stehen ' und y fiir die ganzen
Sitze der Operatoren y] und y;. Da die Operator-
quadrate gleich 0 sind. entstehen multilineare Poly-
nome.

Die Jordan-Wignersche Transformation [18] er-
hilt man mittels der Operatoren

- (4.1)
m=1, I=[10-2x}x) firi>1,
k=0
die den Gleichungen
Ii=1,;, [A,H0]=0, M=1 (4.2)

geniigen. wie aus
=27 p=1-dx y+dx xxtx=1

hervorgeht. Die transformierten Operatoren lauten

vi=Mz. wi=y 1. (4.3)
Offensichtlich gelten die Vakuumbedingungen
w, 00=0, <0 wi=0. <0 0)=1 (4.4)

unverdandert. Die Vertauschungsrelationen enthalten

jedoch nur noch Plusklammern. Es gilt uneinge-

schriankt

wiwll =0, lw.wll =0k, Wwiw =0. (45)

Nach dieser Transformation kdnnen wir die y-Ope-
ratoren vergessen. Die Zustandsvektoren lauten

d>=Fwh 0.

(b =0 FHh' =0 Fy). (4.5)

worin die Funktionen wiederum multilineare Poly-
nome sind.

Zur Erlduterung der Beweise von (4.5) betrachten
wir den Sonderfall / < A und

Wi W/:: = []//I/; Il + /Z iy [II/I
Aus ‘
(=27 pr=-x0-27 1,
F0=-270=-0=-270x
folgt. da 77, mit allen Operatoren vertauschbar ist
und /7, mit 7/ und z;. aus der rechten Seite der
Kommutatorgleichung

— I gk — 7k 70 =0.

womit sich die Behauptung |y, wil =0 fir i<k
bestitigt. Entsprechend beweist man die iibrigen
Relationen.
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Folgende Zustandsvektoren bilden eine vollstin-
dige orthonormierte Basis

k.iy= ijir...iiy=wliyl ...yl 0>,

ki =vine. iy =40y wn,w,. (47)
Permutationen P ergeben

k,Piy=(—1)7"|k, iy,

ey Pi o= (—1)P ki (4.8)

Darin ist p die Ordnung der Permutation P. Permu-
tationen von i liefern also keine neuen Zustinde.
Die Darstellung der Vektoren in (4.7) ist eindeutig,
wenn wir eine geordnete Indexfolge voraussetzen,
z.B. il Lvw Lillgs

Beim Beweis der Orthogonalitidtsrelationen

</\ ik, I.l>= (5“/()‘,-,-/ (49)

ist die geordnete Darstellung bequem. Wenn es in

k. i) einen Faktor y gibt, dessen Gegenstiick v,
in  k,i) nicht vorkommt, kann man ihn unter
Vorzeichenwechseln nach links verschieben, bis
0 tg//T = 0 entsteht. Entsprechendes gilt fiir y;, wenn
w! nicht vorkommt, bei Verschiebung nach rechts,
bis y; 0) =0 entsteht. Die linke Seite von (4.9) ver-
schwindet also, wenn fiir geordnete i k= k" oder
wenigstens § # 1" ist. Fiir i = i’ erhidlt man

O Wi Wi wiwhvl... vl 0).

Darin ist y;, ) =1—wl v, mit 1 dquivalent, weil
man y; im zweiten Summanden ganz nach rechts
bringen kann. Dasselbe gilt der Reihe nach fir alle
Paare w; w!. so daB am Ende <0 0)=1 ibrig
bleibt im Einklang mit (4.8).

Unter Zusammenspiel verstehen wir also zu-
nichst, dafl der Zustandsraum in der angegebenen
Weise allein durch die Basisoperatoren ! und w;,
ie(1,2.....7), bestimmtist. Betrachtet man nur die
in § 3 eingefithrten Prozesse, so gelangt man zu den
Zustandsvektoren

Z

(Dy=T11 (pi+ 01,0 0).

(4.9)

Darin sind ¢, > und ¢, * die Wahrscheinlichkei-
ten dafiir. dafl der /i-te Platz leer bzw. besetzt ist.
Lost man die Klammern auf. so erhilt man 24 Sum-
manden. unter denen z. B.

Pk, P, | [AI/ (/)/;,) wlwi 0)
ik,
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vorkommt. Danach ist

Pk, : »i, : H Piy :
ik
die Wahrscheinlichkeit fiir den speziell herausge-
griffenen Besetzungszustands.

Nach diesem Ergebnis sind die Wahrscheinlich-
keiten an den Stellen / € (1.2, .... Z) statistisch un-
abhingig. Sie sind es bisher sogar physikalisch.
denn wir haben nur vorausgesetzt, was an jeder
Stelle unabhingig von Ubrigen geschehen kann. Es
gibt noch keine Wechselwirkung zwischen den Stel-
len.

Klarerweise sind wir an Wechselwirkungen inter-
essiert. Das sind bisher noch nicht berticksichtigte
Vorginge. durch die das eigentliche Zusammenspiel
bestimmt wird. Es besteht darin, da das Gesche-
hen an einer Stelle das an anderen nachsichziehen
kann. Die Elementarprozesse an verschiedenen Stel-
len sind nicht mehr unabhidngig. wodurch im allge-
meinen auch die statistische Unabhdngigkeit ver-
loren gehen muB. Wahrscheinlichkeiten wie die
obigen lassen sich nicht mehr faktorisieren.

An die Stelle der Produkte in (4.9) treten belie-
bige multilineare Polynome

1 .
dY=F(yh 0)= <¢>0+FZ¢| (i) v,

1
+?Z <1>2(,'],'3),/,}1W’T2+_“} 0).
. (4.10)

_ |
(@ =0 F(p)=X0 {@’6+;Z DY (i) vy,

1
+WZ @3 (ilil)l//igl//i,+--.}.

4. iyip

Klarerweise sind die Funktionen @ (i) gemaB

Py (P i) = (—1)" Py (i) (4.11)
schiefsymmetrisch. Die Faktoren 1/k! bewirken,
daB in den Summen, die lber alle Permutationen
laufen, gleiche Zustinde nur einmal gezdhlt werden.
Wie oben ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten
we(f)= @) 2. wi (P =we(). (412)
Sie sind bei Permutationen von i klarerweise sym-
metrisch. lassen sich aber im allgemeinen nicht
mehr in Faktoren zerlegen, von denen jeder nur auf
eine Stelle bezogen ist. Aus der Normierung von
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@) folgt
1 :
(P D)=y +—“— Z‘: wy (i)

1
tor 2 maGi) =1 (413)

< iilp
Wenn wir von vorneherein wiiiten. daf3 sich die
Zustandsvektoren @) auch in zusammengesetzten
Systemen linear transformierten, so konnten wir sa-
gen. daB eine Schrodinger-Gleichung

i dy=Hw.y &)

gilt. in der der Hamilton-Operator eine Funktion
von ' und w ist. die sich als Multilinear heraus-
stellt.

Tatsdchlich wissen wir, daf3 sich die v. Neumann-
sche Matrix P als Reprisentant einer Gibbsschen
Gesamtheit linear transformieren muf. Die allge-
meinste Form einer solchen Transformation lautet

P=Y A, PB;=) BirPAl,

(4.14)

worin der zweite Ausdruck aus der Hermitezitit
folgt. Fithrt man die infinitesimalen Transforma-
tionen A4,=1+a;dt. B;=1+b;dr ein. so folgt
daraus

dP/dt=aP+Pb=b"P+ Pa'.

u=Zu,. hZZh,.

Bedeutet P =1 vollstindige Unkenntnis. und ergibt
sich Kenntnis nicht durch Abwarten, so muf3 P =1
eine Losung sein. Daraus folgt

a+b=b"+a"=0.
Aus der Hermitezitidt von P erhilt man

a=—iH. b=+iH. H'=H

und damit die allgemeine v. Neumannsche Glei-
chung

iP=[H.P]. (4.15)

Das ergibt wie frither die Schrodinger-Gleichung in
(4.14).

Lineare Transformationen des Vektorraums sind
Linearkombinationen der dyadischen Produkte von
Basisvektoren

Koyl =wiyl..owl 000 v ... v, w,.

Solche Produkte transformieren den Vektor .i) in
A’.1") und annullieren alle anderen. Der Operator

0){0 projiziert alle Vektoren in den Vakuumzu-
stand. Folglich ist

00 =[Twvl.

i=1

Daraus ergibt sich, daB die dyadischen Produkte
Funktionen von w'. w sind. ebenso die Hamilton-
Operatoren im Einklang mit (4.14).

Damit sind die Zustandsvektoren. die Wahr-
scheinlichkeiten und die zeitlichen Anderungen der
Zustinde in einem endlich dimensionalen Vektor-

. . 4 : ;
raum bestimmt. Es gibt (/\) Basisvektoren k.i)
und insgesamt
V4 (Z
21

k=0

=27

(4.16)

Basisvektoren. Der Zustandsraum ist also 2%-dimen-
sional. Damit sind die endlichdimensionalen quan-
tenphysikalischen Gleichungen aus der Grundvor-
stellung abgeleitet. Einige der wichtigsten Folgeglei-
chungen fir nxn Matrizen haben wir bereits am
Ende von § 3 untersucht.

Die Frage nach der Gestalt des Hamilton-Opera-
tors ist noch offen. Bei dem Versuch, sie aus Prinzi-
pien zu gewinnen, stoB8t man auf eine Schwierigkeit.
die sich erst beim weiteren Ausbau der Theorie be-
wiltigen 1d6t. Bezeichnen wir mit (1). (y). (v').
(ww). (wvw'). (v v'. (www) usw. homogene For-
men des in den Klammern angedeuteten Typs. so
konnten die ersten Terme eines Hamilton-Operators
die Form

H=)+m+ W)+ Wy
+wy)+ W+t

haben. Darin sind die einfach unterstrichenen Ter-
me teilchenerzeugend. die zweifach unterstrichenen
teilchenvernichtend. und die tibrigen lassen die Tei-
chenzahl unverindert.

Nach (3.39) hat jedes Operatorpaar eine eigene
unbestimmte Phase. Es besteht kein Anlafl anzuneh-
men. das dndere sich bei Wechselwirkung. Der
Hamilton-Operator muf3 also gegen willkiirliche
Phasentransformationen

yi—yieth gyl ylen (4.17)

invariant sein. Das ist allein mit den obigen Opera-
toren nicht zu erreichen. Danach wiren ndmlich nur
die Produkte ] ; von den Phasen unabhédngig, mit



F. Bopp - Sein oder Nichtsein als Grundfrage der Quantenphysik 127

denen man nur ganz spezielle physikalische Opera-
toren aufbauen kann. Erst mittels Eichfeldern 1483t
sich die allgemeine Phaseninvarianz erreichen.

Einstweilen konnen wir darauf noch nicht einge-
hen. Doch sei angemerkt: In der klassischen Physik
liefert die Weylsche Eichidee ein Prinzip. welches
uns erlaubt. die mit gegebenen kriftefreien Glei-
chungen vertriglichen Felder abzuleiten. Wir konnen
darum sagen, welche der denkbaren Felder (und
damit auch der denkbaren Geometrien) vorkom-
men konnen. Dadurch werden der Willkiir der Spe-
kulationen enge Grenzen gezogen. Doch hat man
noch die Fretheit, eichtheoretisch mogliche Felder
anzunehmen oder zu verwerfen. Nimmt man jedoch
(3.39) ernst. so kommt man quantenphysikalisch
ohne Eichfelder nicht aus [19].

Hier beriicksichtigen wir die Phaseninvarianz
notgedrungen nur teilweise. Wir fordern zunichst,
wie es gewOhnlich geschieht. die Phaseninvarianz
nur bei gleicher Anderung aller Phasen, nehmen
also an, daB die Invarianz bei den Transformationen
(3.39) nur fur

L= X (4.18)
zu fordern sei. In diesem Falle ist die Hamilton-
Funktion

H=+Ww+wvyw+.... (419
Darin ist der erste Term belanglos. Er liefert nur
eine Verschiebung des Energienullpunkts. Der zwei-
te beschreibt quantenphysikalische Bewegungsvor-
giange. Denn ein Teilchen verschwindet an einer
Stelle und wird durch ein gleichartiges an einer
anderen ersetzt. Erst vom dritten Term an kommen
Wechselwirkungen vor. Speziell beim dritten kom-
men sie dadurch zustande, dal zwei Teilchen bei
threr Begegnung vernichtet werden, und daf3 zur
Kompensation zwei gleichartige entstehen. Hohere
Terme setzen Mehrteilchenbegegnungen voraus und
sind kaum untersucht.

Auch nach Einfithrung anderer Wechselwirkun-
gen wie z.B. die mit Eichfeldern, bleibt die globale
Phaseninvarianz bestehen. Daraus folgt, daB3 die
durch

N=2 viv (4.20)
i
definierte Teilchenzahl nicht nur hier, sondern ganz
universell eine Konstante der Bewegung ist. In der
Tat folgt aus

[Nowil=—wi. [Nvll=+yl, (4.21)

daB homogene Funktionen von der Form (1, n) mit
m Faktoren " und n Faktoren w der Gleichung

[N, (m.n)]= (m—n)(m,n)
genligen. Somit ist

[NV,H]=0 und N =const. (4.22)

Bei globaler Phaseninvarianz ist die Gesamtteil-
chenzahl konstant.

Danach zerfdllt die Welt in Teile, die durch die
Gesamtzahl der Teilchen bestimmt ist, und zwi-
schen denen es keine Ubergiinge gibt. Sei N die An-
zahl der Teilchen, so ist die Anzahl der Quanten-
zustande bei Z Stellen gleich

0(Z.N)= (Z) .

N (4.23)

Die reale Welt kann also nur mit einer der Teil-
welten ibereinstimmen. Das Vakuum (N =0) und
das Plenum (N = Z) haben je nur einen Quanten-
zustand. In diesen beiden Teilwelten gibt es kein
Geschehen.

Die Teilwelt maximaler Variabilitdt stellt sich bei
geradem Z fir N = Z/2 und bei ungeradem Z fir
N =(Z £ 1)/2 ein. Hier kiindigt sich die Diracsee
und die Welt iiber der Diracsee an, die man zwar
gern mit passenden Transformationen eliminiert,
womit man aber ihre fundamentale Bedeutung ver-
schleiert. In der Diracsee ist jede zweite Stelle be-
setzt, Z also gerade, und alles Geschehen ist ein
Wechsel der Verteilung der Z/2 Teilchen auf Z
Stellen. Auch darauf kdnnen wir hier noch nicht
eingehen.

Der endlich dimensionale Zustandsraum ist ein
Vektorraum mit  Hermiteschem  Skalarprodukt
(D) Py*={(P, @), also ein endlich dimensiona-
ler Hilbertraum. Wenn es in jedem Raumpunkt
mindestens ein Paar von Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren gibt, so wird der Zustandsraum un-
endlich dimensional. Darum liegt es verfithrerisch
nahe anzunehmen, dieser sei mit dem herkémmlich
formulierten unendlich dimensionalen Hilbert-
Raum idquivalent. Doch unterscheidet sich dieser
schon qualitativ vom endlich dimensionalen. Denn
in der manifest unendlich dimensionalen Theorie
gibt es z B. indquivalente Darstellungen, im End-
lichdimensionalen aber nicht. Bedenkt man, daB
man in der Physik stets nur tiber endlich viele Infor-
mationen verfiigt, so mufl man schlieen, dafl man
nur solche Unendlichkeiten zulassen darf, die man
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vom Endlichdimensionalen her erreichen kann. Wie
das moglich ist, wollen wir in § 5 zeigen, in dem wir
den Bewegungsanteil des Hamilton-Operators unter-
suchen.

§ 5. Quantenphysikalische Bewegungen

Quantenphysikalische Bewegungen werden durch
Operatoren beschrieben. die in . w bilinear sind.
Sei nunmehr Z die Zahl der Punkte im Raum. so
hat man Z Paare von Operatoren. wenn es in jedem
Punkt nur ein Operatorpaar gibt. Das soll hier ange-
nommen werden. In der Dirac-Gleichung werden es
vier sein.

Bei endlich vielen Punkten ist der Zustandsraum
ein endlich dimensionaler Hilbert-Raum. Bei einem
Kontinuum von Punkten ist der Zustandsraum un-
endich dimensional. Wendet man darauf die Theo-
rie des manifest unendlich dimensionalen Hilbert-
Raums an. so fithrt das zu Resultaten. von denen
man sich schwer vorstellen kann. daf3 sie physika-
lisch relavant sind.

Darum hat man schon oOfters Betrachtungen in
hinreichend grof3en und zugleich hinreichend feinen
Gittern durchgefiithrt, wobei jedoch Dreh- und Lo-
rentz-Invarianz leiden. Gewif3 ist zu erwarten, daB
die Fehler mit wachsender Grofie und Feinheit des
Gitters klein werden. Doch konnte es gerade im Be-
reich der beriichtigten Singularititen der Feldtheo-
rien Probleme geben, die man mit einem einzigen
Gitter nicht erfa8t. Wahrscheinlich wire die noch
unvollendete konstruktivistische Non-Standardana-
lysis das angemessene Instrument [20].

Darum verwenden wir ebenfalls die Gitterraum-
theorie. In Anlehnung an die Basisideen jener Ana-
lysis betrachten wir aber eine Folge von Gittern, die
von einem Parameter abhdngen, mit dem sie zu-
gleich unendlich grof3 und unendlich klein werden.

Sei Q eine hinreichend groffe und am Ende tber
alle Grenzen wachsende ganze Zahl und / eine in-
nerhalb weiter Grenzen beliebige ganze Zahl. so
gehen wir von den rationalen Zahlen

=
1o

lll
|
I

[IA
[IA

+ Q12 (

n

=1

U
2

aus. Es sind alle rationalen Zahlen ¢. die im Ab-
stand ¢ = 1/Q! aufeinander folgen und im Intervall
—1/6 =< =+1/¢ liegen. In folgendem Sinne erfas-
sen wir damit alle rationalen Zahlen. Sei &= m/n

eine beliebige rationale Zahl, so wird sie durch die
ganze Zahl /1 =m Q!/n dargestellt. vorausgesetzt,
dall Q > nist.

Integrale werden in Anlehnung an die Eulersche
Summenformel durch

b

1 b ‘ 1
[ £(&)de gary :Z £, 0= 1 (5.2)

a é=0

Tt

definiert, worin ¢ die Punktdichte im Zahlengitter
ist. Wohlverstanden, (5.2) soll Definition sein. Die
Integrale sind darum nur als Gittersummen defi-
niert und hdngen noch von Q ab. Im Konvergenzfall
stimmen sie mit gewohnlichen Integralen iiberein,
bleiben aber noch sinnvoll. wenn ihr Wert mit Q
tber alle Grenzen wichst. Man kann auf diese
Weise auch mit divergierenden Integralen rechnen.
so daB divergente Zwischenergebnisse nicht ausge-
schlossen zu werden brauchen, auch wenn man am
Ende Konvergenz erwartet. Denn in Rechnungen
kommen stets nur endliche Zahlen vor.
Sei d: - das Kronecker-Symbol. so verhilt sich

(5(:—5,)=(5‘(5:_:' (53)

wie die Diracsche o-Funktion. Denn nach obiger
Definition ist
+1/¢

[ (&) f(©&deé=—72 68:0/()=1(0).

1
1/ 0 E=0

(5.4)

Noch einmal zeigt sich, daf} die Definition der Inte-
grale durch (5.2) tber den Geltungsbereich der
Eulerschen Summe hinausgeht.

Dasselbe gilt fir Ableitungen der oJ-Funktion,
wenn wir diese durch

df(§) fC+e=f©) . fO)-Sf(-9
= bzw. = ——F——
d; & &
(5.5)
definieren. Denn dann ist
+1/e 1 +1/e
§ 8@ O dE=—=7 6(8:_—:0) £(E)
—1/¢ £0 —1/¢
:,/’(— e)— /(0
woraus
T8 (& dé=—f(0) (5.6)

hervorgeht. Definition (5.5) ist sogar anwendbar.
wenn man zwischen Rechts- und Linksableitung
unterscheiden muf3. und auch. wenn die Quotienten
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divergieren. Es ist nur zu fordern, da3 hohere Po-
tenzen von ¢ selbst im Divergenzfall Beitrdge liefern,
die relativ zum ersten unendlich klein werden.

Offensichtlich ist hier unter Gleichheit eine
Gleichheit bis auf relativ unendlich kleine Beitrige
zu verstehen. Darin zeigt sich der non-standardana-
Iytische Charakter der Theorie. Sie ist auBerdem
konstruktivistisch, weil nur rationale Zahlen im
Spiel sind. Auf dieser Basis unterscheidet sich der
unendlich dimensionale Hilbert-Raum nicht vom
endlich dimensionalen weil alle Rechnungen im
Endlichdimensionalen durchgefiihrt werden, und
weil erst bei den Ergebnissen nach der Konvergenz
gefragt wird.

Damit definieren wir Ortsvektoren. Sei / eine

endliche Basisldnge, so lauten die Ortsvektoren
(5.7)

r=(x;,x2,x3)=1(&1. 85, &)= 1€ .

Bei einem einzigen Paar von Elementarprozessen
pro Punkt haben wir die Operatorpaare w'(r) und
w(r), welche den alten Vertauschungsrelationen ge-
niigen. Speziell die inhomogenen lauten

(@), v (")) =0.r.
Der Teilchenzahloperator ist nach (5.2) gleich

sz w'(r) y/(r)z(ﬁjdr wirywr), dr=d°r.

(5.8)

Darin ist 6dz die Anzahl der Gitterpunkte im Volu-
menelement dr und ¢ ist die Punktdichte, die An-
zahl der Punkte pro Kubikmeter (Dimension [d] =
m~?).

Im Kontinuum ist es ublich, auf die Dichte
bezogene Operatoren einzufithren. Das geschieht
mittels

w—You. v oy (5.9)
Danach ist
N=[dty'(r)w(r), (5.10)

und ' (r) w(r) liefert den Operator der Teilchen-
zahldichte. Danach nehmen die inhomogenen Ver-
tauschungsrelationen folgende Form an

(., v'(r)=6d.,=05(r—r) (5.11)

und J(r) entspricht der d-Funktion im (5.3), ist nun
aber nicht auf die Zahlendichte, sondern auf die
Punktdichte im Raum bezogen. Sie hat die Dimen-
sion m . Analog wie oben gelten die Gleichungen

[ £ de=£0), [f(r)Vi(rydr=— (Vf(r),=,.

Damit ist es moglich. Bewegungen im Konti-
nuum zu beschreiben. Die Bilinearformen lauten
nunmehr

H={dty'(r) B(r.r)y(r).

i

d113=d3r1d3r3. (5.12)

Sie besagen: Wenn ein Teilchen im Punkt r, ver-
geht, entsteht zur Kompensation ein gleichartiges in
ry. Es handelt sich also noch nicht um stetige Bewe-
gungen, sondern um quantenphysikalisch mogliche
Spriinge. Die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen
Spriinge ergibt sich aus der Grof3e von B (ry, r,).

Einfachheitshalber betrachten wir ein eindimen-
sionales Beispiel mit x an Stelle von r. Bei Trans-
lationsinvarianz mull B (x;+ a. x>+ a) = B (x|, X»)
= B(x;—x,) sein. Danach lautet der Hamilton-
Operator in (5.12)

H={y'(x) B(a) y(x +a)dx da.

Fiir den Hermitesch konjugierten Operator erhalt
man
Ht= f v (x +a) B'(a) w(x) dx da

= j v (x) BT (a) v (x — a) dx da
= f wi(x) B(=a) w (x + a) dv da.

Somit besteht Hermitezitit, wenn
B'(—a)=B(a)

ist. Im Gitter ist, anders als im Kontinuum. nédchste
Nachbarschaft definiert. Bei Beschriankung auf
Wechselwirkungen zwischen ndchsten Nachbarn er-
hélt man beispielsweise

1
H="?le//f(-\‘)

(wx+e)—2w(x)+w(x—e¢))dx,

worin ¢= 1/Q! die Gitterkonstante ist, die mit zu-
nehmendem 2 unendlich klein wird. Zustandsvek-
toren fiir ein Teilchen

@)= [dvy(x) P (x.1) 0)
fithren zur Schrodinger-Gleichung
id(x.1)

1
=—=C@Kx+e)=-2®(x.1)+ D (x—e&,1)),
&
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woraus offensichtlich die gewdhnliche Schrodinger-
Gleichung fiir einzelne freie Teilchen
32D (x,1)
i®P(x,1)=—C =

ox~
hervorgeht. Darin ist in herkdmmlichen Einheiten
C=h/2m.

Ganz dhnlich erhdlt man im dreidimensionalen
Raum (nun ohne Berufung auf die Homogenitit)

HZ‘\‘dI wh(r) 7 (r.—iV)w(r). (5.14)

Der Faktor —/ vor V ist aus Hermitezitdtsgriinden
bequem. Fiir ein einzelnes Teilchen lautet die
Schrodinger-Gleichung

ibD(rt)y=%r—iV)Dd(ri). (5.15)

In bekannter Weise ergibt sich daraus die klassisch
physikalische Hamilton-Funktion als Ndherung. Sei
namlich u (r. 7) in

D (r.0)y=u(r.1)esSrn, (5.16)

verglichen mit ¢'®. eine langsam verinderliche

Funktion, so gilt niherungsweise
0,®xid09,S. 0,0d=id09S,

0 ®=—d0,S0,S usw.,

womit die vorige Gleichung in eine Hamilton-Jaco-
bische Differentialgleichung tibergeht. ndmlich in

0,S+#(r,0S/0r)=0. (5.17)

Somit lautet die zugehorige klassisch physikalische
Hamilton-Funktion

7= (r.p). (5.18)

Umgekehrt kann man in Anlehnung an das Quanti-
sierungsverfahren unter glinstigen Umstdnden von
der Hamilton-Funktion zur Schrédinger-Gleichung
gelangen. Geht man z. B. von
-
#=—p-+ V()

2m

aus. so lautet die zugehorige Hamilton-Jacobische
Differentialgleichung

¢S 1 4
CT+~VS~+ V=0.
ot 2m

Darin hat S die Dimension einer Wirkung, wihrend
S 1n (5.16) dimensionslos 1st. Man mul3 also mittels
S — 1S eine Wirkungskonstante einfithren, was zu

5

f-
no,S+——VS2+ V=0
2m

fithrt. und zu der Schrédinger-Gleichung

5

ih&¢mo:(—f
im

\

A)+ Viry@(r.t) (5.19)

fir ein Teilchen, das sich in einem Potentialfeld
bewegt.

Damit ist gezeigt, wie sich die Grundgleichungen
der Quantenmechanik aus dem Konzept des Zu-
sammenspiels von Elementarprozessen ergeben. Das
moge zur Rechtfertigung des neuen Konzepts genii-
gen.

Doch braucht man nicht bei der Frage stehen zu
bleiben. wie man von bekannten klassischen Glei-
chungen zur Schrodinger-Gleichung kommt. Man
wird nach Prinzipien suchen. welche nicht nur zur
Dirac-Gleichung fur kréftefreie Bewegungen fiih-
ren, sondern auch zur Antwort auf die Frage.
welche Felder mit der Dirac-Gleichung vertrdglich
sind. Hier sei abermals auf Weyls Eichkonzept hin-
gewiesen, das schon klassisch physikalisch Garant
fiir die Einheit der Physik ist [21].

Angesichts der offenen Fragen, die mit der For-
derung der allgemeinen Phaseninvarianz zusam-
menhédngen. kann man nicht sagen, dafl das Thema
schon abgeschlossen sei. Doch scheint mir sicher-
gestellt zu sein, dafl die Frage nach dem Sein und
Nichtsein vor Teilchen den Schliissel zu einer For-
mulierung der Quantenphysik liefert, die mit der
ErschlieBung der klassischen Physik mittels der
Gen-Identitat vergleichbar ist. Ohne einen Riick-
griff auf die bewundernswerten wissenschaftstheo-
retischen Prinzipien von Newton wire es kaum
moglich gewesen, dieses Ziel zu erreichen.

Herrn Wahl danke ich fiir viele Jahre widhrende. uner-
miidliche. kritische und stets hilfreiche Unterstiitzung bei
der Entwicklung des obigen Konzepts.
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